
複素数を用いたカオス・フラクタルの可視化と
複素結合力学系に見られる同期現象

Visualization of Fractal and Synchronization of Coupled Complex Dynamical System 
京都大学大学院　情報学研究科　物理統計学分野　比果奨人, 梅野健

 の生成するカオスデータ列(実数)f(x) = 1
2 (x − 1

2 )
x(n + 1) = 1

2 (x(n) − 1
x(n) )

x(n)

n

x(0)=10 x(0)=10.001

に初期値を与えると下のグラフが得られる.
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初期値を少しずらすだけで全く異なる軌道が得られる→初期値鋭敏性

カオスの初期値鋭敏性と同期

x(n + 1) = 1
2 (x(n) − 1

x(n) )
はカオスを生成するが、カオス系にいえる一般的性質として初期値鋭敏性という

のがある。 
同じ力学系で生成されたとしても互いに独立している力学系同士は、初期値が微

量でも違えば、指数関数的にその誤差は増え、同期することはない。

しかし、カオス系同士をうまくお互いに結合すれば、値が同期するようになる。

２体系モデルの同期実験(実数)
x(n + 1) = 1

2 (x(n) − 1
x(n) )

非同期 同期

同期条件

ϵ1 = ϵ2

２体系モデルの同期実験(複素数)

結合係数

n = 0,1,2,3,4,,,
x(n), y(n) ∈ ℂ

ϵ1, ϵ2 ∈ ℝ

f(x) = r(cosθ + isinθ), r > 0 ∈ ℝ, θ ∈ ℝ

赤線部がシミュレーション 
における変数

��

��

��

��

��

��

��

�� ��� ��� ��� �	� ���� ���� ���� ���� ��	� ����


�
�
�
�
��


�

���

���

����
����

絶
対
値
は
同
じ
で
正
と
負
の
値 

を
交
互
に
振
動
す
る
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.7π

周
期
的
に
振
動
す
る
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.6
θ = 1.4π
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動
し
な
が
ら 

発
散
す
る
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 1.1
θ = 0.1π
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数
関
数
的
に 

発
散
す
る
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 1.1
θ = 0
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大
体
こ
の
よ
う
に
な
る

非結合状態( )の数値の動きϵ1 = ϵ2 = 0
f(x) = r(cosθ + isinθ), r > 0 ∈ ℝ, θ ∈ ℝ

x(n + 1) = f (x(n)) x(n), y(n) ∈ ℂ
y(n + 1) = f (y(n))

実質、独立な1体系としての 
数値を見ている x(0) ≠ y(0)

定
数
に
収
束
す
る
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.2π
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�����カ

オ
ス
波
形
に
な
る
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.6π

収
束
値
は
初
期
値
に
依
っ
て 

正
負
が
変
わ
る(

絶
対
値
は
同
じ)

��

��

��

��

��

��

��

�� ��� ��� ��� �	� ���� ���� ���� ���� ��	� ����



��
�
�
��


�

���

���

����
����

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.75π

ϵ1 = ϵ2 = 0.1

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.75
θ = 0.4π

ϵ1 = ϵ2 = 0.42

カ
オ
ス
的
に 

完
全
同
期
す
る
場
合

定
数
の
正
と
負
の
値
を 

交
互
に
振
動
し 
-1

倍
一
般
化
同
期
す
る
場
合
x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.4
θ = 0.75π

ϵ1 = ϵ2 = 0.5

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.56π

ϵ1 = ϵ2 = 0.74

x(n) = − y(n)
カ
オ
ス
的
に 

-1

倍
一
般
化
同
期
す
る
場
合

x(n) = − y(n)
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定
数
の
正
と
負
の
値
を 

交
互
に
振
動
し 

完
全
同
期
す
る
場
合
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����周

期
的
な
振
動
で 

完
全
同
期
す
る
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.1π

ϵ1 = ϵ2 = 0.5

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0

ϵ1 = ϵ2 = 0.1

定
数
に
収
束
し
て 

完
全
同
期
す
る
場
合
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周
期
的
な
振
動
で 

-1

倍
一
般
化
同
期
す
る
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.56π

ϵ1 = ϵ2 = 0.1

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.25π

ϵ1 = ϵ2 = 0.5��
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����x(n) = − y(n)
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数
に
収
束
し
て 

-1

倍
一
般
化
同
期
す
る
場
合

x(n) = − y(n)

結合状態( )の数値の動きϵ1, ϵ2 > 0
• の場合は相互に影響は与え合うが、わかりやすい(明らかな)同期現象は見られない。ϵ1 ≠ ϵ2

• の場合、一部条件下において同期現象が確認できる。ϵ1 = ϵ2

カ
オ
ス
的
波
形
で
非
同
期
の
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.5π

ϵ1 = ϵ2 = 0.5 ���
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発
散
す
る
波
形
で
非
同
期
の
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.5π

ϵ1 = ϵ2 = 1 �������
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以下紹介するシミュレーション結果は 
の場合のみϵ1 = ϵ2

グラフィックシミュレーション

• 実軸、虚軸による複素2次座標が写像  の として表され、そ
の写像を用いてn回写像を繰り返した時の結果の数値を用いて色付け 

• 色付けはHSV(Hue:色相(全色グラデーション)、Sat:彩度(MAXに固定)、
Value(MAXに固定))形式である数値をHueに入力して決定

f r(cosθ + isinθ)

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.75
θ = 0.4π

ϵ1 = ϵ2 = 0.45

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 1
θ = 0.4π

ϵ1 = ϵ2 = 0.5

発
散
し
な
が
ら 

完
全
同
期
す
る
場
合

周
期
的
に
振
動
し 

-1

倍
一
般
化
同
期
す
る
場
合

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.75
θ = 0.45π

ϵ1 = ϵ2 = 0.1

x(0) = 3 − 3i
y(0) = 1 − i

r = 0.5
θ = 0.56π

ϵ1 = ϵ2 = 0.74

x(n) = − y(n) 発
散
し
な
が
ら 

-1

倍
一
般
化
同
期
す
る
場
合

x(n) = − y(n)

周
期
的
に
振
動
し 

完
全
同
期
す
る
場
合
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大
体
こ
の
よ
う
に
な
る

提示するグラフィックシミュレーション
• 非発散かつカオス同期現象が見られる範囲を可視化 
 
同期判定: 初期状態からn回写像操作後の誤差が閾値以下かどうか 
 
カオス(初期値鋭敏)性判定:微小初期誤差( )のn回写像操作後の
倍率が 以上であるかどうか 
 
発散判定:n回写像操作後の実数、虚数の絶対値の和が閾値以上かど
うか 
 
色付け: 同期状態に至る速さ(リアプノフ指数の-1倍)→Hue

0.001
1.01n

• 非発散かつカオス性が見られる範囲を可視化 
 
カオス(初期値鋭敏)性判定:微小初期誤差( )のn回
写像操作後の倍率が 以上であるかどうか 
 
発散判定:n回写像操作後の実数、虚数の絶対値の和が
閾値以上かどうか 
 
色付け: 初期値鋭敏性の強さ(リアプノフ指数)→Hue

0.001
1.01n

• 非発散かつ同期現象が見られる範囲を可視化 
 
同期判定: 初期状態からn回写像操作後の誤差が閾値以
下かどうか 
 
発散判定:n回写像操作後の実数、虚数の絶対値の和が閾
値以上かどうか 
 
色付け: 同期状態に至る速さ(リアプノフ指数の-1
倍)→Hue

• 非発散かつ同期を仮定した時にカオス性が見られる範囲を可視化 
 
完全同期、-1倍一般化同期を仮定したときにカオス性が見られる範囲
を図示 
 
カオス(初期値鋭敏)性判定:微小初期誤差( )のn回写像操作後の倍
率が 以上であるかどうか 
 
発散判定:n回写像操作後の実数、虚数の絶対値の和が閾値以上かどう
か 
 
色付け: 初期値鋭敏性の強さ(リアプノフ指数)→Hue

0.001
1.01n

完全同期、-1倍一般化同期 完全同期、-1倍一般化同期

完全同期、-1倍一般化同期

カ
オ
ス
同
期
以
外
の
同
期
す
る
場
合
も 

色
付
け
さ
れ
て
表
示
さ
れ
て
し
ま
う

カオス同期現象に関する 
グラフィックシミュレーションの改善点

• カオス同期現象が起こる条件範囲のみ色のプロットをしてほしいが、それ以外の条件
範囲にもプロットしてしまっている。(大体はカオス同期が確認される) 
- 推測される原因 
  カオス性の判定は微小な初期誤差がn回写像後、 倍以上なら 
  初期値鋭敏性があるとしてカオス性ありと判定される。 
→この方法なら、定数収束以外の同期現象は初期値によってn回写像後 
   の値が初期誤差より大きくなり初期値鋭敏性があると判断されてしま 
   い見分けがつかない。 
   また定数収束の場合も初期値によって収束値の正負が変わることもあり、その場合 
   も初期値鋭敏性があると判断される。

• •

1.01n

→カオス性の判定には初期値鋭敏性以外の 
観点から行う必要があるかも

今後の展望
• カオス・フラクタルの可視化を続けていき、カオスを手軽に触れてもらえ
るように、Webサイトにグラフィックカオスシミュレーションを実装予定 

• カオス・フラクタルの可視化の表現幅を広げると共に、その性質や扱い、
見方の教養を深めていきたい。
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